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1 Antecedentes

Las actuales tecnologias de fabricacién de dispositivos de alta frecuencia exigen la perfecta
caracterizacién del campo en las diferentes estructuras electromagnéticas que se utilizan. La
resolucién analitica de las ecuaciones de Maxwell para dichas estructuras, sélo se puede obtener
si la geometria de éstas es lo suficientemente sencilla.

Por otro lado, la creciente variedad de geometrias y materiales empleados, los acoplamien-
tos indeseados provocados por el alto grado de miniaturizacién de los circuitos, la propagacion
de modos superiores originados en las discontinuidades, las pérdidas de radiacién presentes en
estructuras no encapsuladas, el andlisis electromagnético de antenas o el estudio de la seccion
radar de objetos, obligan a utilizar métodos numéricos de aproximacién para su resolucién.

Es necesario el empleo de un método numérico que sea capaz de efectuar un andilisis
preciso y fiable de dichas estructuras. El método de cdlculo empleado, asimismo, debe ser lo
suficientemente versatil y flexible como para aplicarse a diferentes geometrias sin la necesidad de
plantear nuevas formulaciones analiticas. Un ltimo requisito es que sea lo mas eficiente posible
en términos de necesidades de memoria y almacenamiento, tiempo de célculo, etc.

El Método de los Elementos Finitos (MEF') ha demostrado ser una herramienta de cdlculo
numérico precisa y de gran flexibilidad. Su aplicacién a problemas electromagnéticos data de la
década de los sesenta, experimentando un espectacular avance durante los dltimos anos. Su gran
ventaja frente a otros métodos numéricos estriba precisamente en su flexibilidad, derivada del
propio fundamento del método. El dominio objeto del problema, €, va a ser dividido (mallado)
en subdominios simples €2; llamados elementos finitos (2 = |J; €%). Sobre cada uno de ellos se
aplicara la formulacién integral que permite obtener la incégnita del problema. De este modo,
se pasa de una formulacion integral global sobre €2 a una formulacion integral sobre cada sub-
dominio (elemento ;). La geometria del elemento empleado (elemento triangular, cuadrilatero,
tetraédrico, hexaédrico, etc.) y el grado de la aproximacién que se realiza en el mismo (lineal,
cuadritica, cubica, etc.) caracterizan perfectamente la aproximacion del método. La incégnita
se aproxima, en cada uno de los elementos por una combinacién lineal de las llamadas funciones
de forma donde, los coeficientes de éstas, los llamados grados de libertad, estdn asociados a los
nodos del elemento. Un posterior ensamblado de todos los elementos, en base a la igualdad
de los grados de libertad de elementos diferentes asociados a un mismo nodo, proporciona el
sistema de ecuaciones global (matrices ensambladas).

Ofrece también una gran precision siempre que la discretizacion sea suficientemente elevada
e inteligente, para lo que se emplean técnicas de mallado autoadaptativo entre otros procedi-
mientos. Como inconveniente frente a otros métodos numeéricos cabe citar el tamano de las
matrices resultantes. En este sentido, es muy importante aprovechar de forma eficiente la es-
tructura dispersa de las matrices, fruto del caracter local del operador diferencial. De este modo
pueden abordarse problemas complejos manteniendo los requerimientos de almacenamiento y
tiempos de calculo dentro de unos limites razonables.

Durante los 1ltimos afios el Grupo de Microondas y Radar del Departamento de Senales,
Sistemas y Radiocomunicaciones de la E.T.S.I. de Telecomunicacién de Madrid ha mantenido
una activa linea de investigacion sobre la aplicaciéon del MEF a diversos problemas electromag-
néticos. El MEF se ha empleado basicamente en el analisis de problemas en dos dimensiones.
La experiencia obtenida confirma la flexibilidad y potencia del MEF. En definitiva se disponia de
un simulador electromagnético en dos dimensiones (2D) de gran versatilidad. El simulador hace
uso de técnicas avanzadas como el empleo de un procedimiento de mallado autoadaptativo, o la
discretizacién mediante elementos finitos no estindar que evitan la contaminacién del espectro
por modos espurios.

En este contexto, el trabajo realizado en el proyecto al que hace referencia el presente resu-
men representa una continuacién de los trabajos de investigacién de dicho grupo, en particular,



de los trabajos realizados por D. Luis Emilio Garcia Castillo! y D.? Magdalena Salazar Palma?.

Una de las lineas de investigacién de dicho trabajo, [Garcia-Castillo(1998)], se centra en los
elementos finitos curl-conformes de orden superior en 3D para la discretizacién de formulaciones
vectoriales con el campo eléctrico y/o el campo magnético. En ella se realiza un estudio de los
elementos curl-conformes propuestos por Nédélec, en concreto, los de la primera familia de or-
den k, con objeto de desarrollar implementaciones de orden superior de dichos elementos. Dicho
estudio se realiza siguiendo rigurosamente la definicién del elemento dada en [Nédélec(1980)]
particularizdndola al caso 3D (elemento tetraédrico) dado que el disefio de las estructuras elec-
tromagnéticas y la perfecta caracterizacion de los efectos descritos anteriormente requieren, en
general, un analisis en tres dimensiones.

En este sentido, el trabajo realizado en el proyecto parte de la implementacién, conclusio-
nes y resultados obtenidos para el elemento tetraédrico de segundo grado de Nédélec obtenidos
en [Garcia-Castillo(1998)] asi como de los desarrollos y conclusiones obtenidos para otras fa-
milias de elementos finitos curl-conformes, en concreto las correspondientes a los elementos de
[Lee et al.(1991a), Lee et al.(1991b)] y [Peterson(1994), Savage y Peterson(1996)], cuya defini-
ci6én no se ajusta a la dada por Nédélec [Nédélec(1980)].

2 Objetivos y Aportaciones del Proyecto

La necesidad de disponer de simuladores electromagnéticos que incorporen métodos numéricos
precisos y computacionalmente 6ptimos en los procesos de cdlculo unido a las ventajas demostra-
das por los elementos curl-conformes en su aplicacién a problemas electromanéticos ha forzado
el desarrollo de aplicaciones software de ultima tecnologia por parte de entidades privadas y
universidades. La incorporacién de elementos finitos de un orden cada vez mayor en dichas
herramientas, es un objetivo que se persigue con la garantia de obtener mejores resultados com-
putacionales y numéricos: cada dia se exige a las aplicaciones y equipos mayor precisiéon y menor
tiempo de CPU.

En este sentido, la programacién de herramientas numéricas de cdlculo como el MEF, con
la incorporacién de nuevos elementos en base a los que construir una aproximacién a diferentes
problemas electromagnéticos exige, como paso previo a su programacion, el conocimiento tedrico
de dichos elementos asi como un cuidadoso andlisis de sus propiedades y proceso a seguir para
su correcto ensamblado.

Los elementos finitos curl-conformes de primer y segundo grado ya han sido empleados
por la comunidad cientifica en la programaciéon de sotware de 1ltima tecnologia. No asi los de
tercer grado. El trabajo realizado en el proyecto se centra precisamente en dichos elementos:
elementos curl-conformes de tercer grado; dando el primer paso para su programacion en herra-
mientas comerciales y/o de las universidades, por lo que en este sentido, supone una aportacién
original en este campo. Para ello se estudian en detalle dichos elementos, obteniendo resultados
concluyentes sobre sus propiedades, definicién, mecanismos de cdlculo y procedimientos de en-
samblado, estableciendo una fundamental ayuda para su programacién y préxima incorporacion
a herramientas de calculo comerciales.

Ademis de las especiales caracteristicas comunes a todos los elementos de la primera, fami-
lia de Nédélec (tanto en 2D como en 3D), los elementos en 3D presentan algunas peculiaridades
que no se encuentran en los elementos en 2D. El empleo del elemento de segundo grado de dicha
familia representa, en si mismo, una mejora de la eficiencia computacional, dado que, como es
bien sabido, los elementos finitos de segundo grado requieren menos grados de libertad que los
elementos de primer grado para obtener una precisién dada. En este mismo sentido la mejora
computacional debida al empleo del elemento de tercer orden es inmediata. Esta ventaja resulta
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especialmente importante en problemas en 3D donde el nimero de incognitas crece de forma
muy rapida con el tamano o la densidad de discretizacién del problema.

Aumentar, como se ha hecho, en un grado el orden de la aproximacién, no representa tinica-
mente elevar el niimero de funciones de forma que intervienen en la combinacién lineal con la que
se aproxima la incégnita. La definicién matemdtica del elemento planteada en [Nédélec(1980)]
fija en tres los tipos de grados de libertad, asocidndose estos respectivamente a las aristas, las
caras o el volumen del p-simplice? (tetraedro). En el caso 3D, el cdlculo de los grados de libertad
asociados a las caras y volumen cobra especial importancia, ya por su participacién en el proceso
de ensamblado en el caso de las caras como por la libertad de eleccién sobre algunos parametros
en ambos casos. En el elemento de orden 2, los grados de libertad asociados al volumen no exis-
ten y es en los grados de libertad asociados a las caras donde se va a encontrar un procedimiento
flexible para la construccién y ensamblado de las funciones de forma. En [Garcia-Castillo(1998)]
se exponen claros resultados que orientan al programador a implementar el elemento de una
manera muy concreta. En el elemento de orden 3 desarrollado, los grados de libertad asociados
a las caras incorporan caracteristicas diferenciadoras respecto a los de grado 2, por lo que, si
cabe, el procedimiento es aiin mas complejo a la vez que flexible, dada la cantidad de elementos
(pardmetros) por determinar y la libertad de eleccién para estos existe.

Ha sido, por tanto, objetivo del proyecto la implementacién del elemento tetraédrico
(3D) de tercer grado de Nédélec siguiendo rigurosamente la definicién de elemento dada en
[Nédélec(1980)], asi como el estudio de sus propiedades y caracteristicas, evaluando la medida
en que las propiedades estudiadas para el elemento de orden 2 son, si procede, extrapolables al
elemento de orden 3, estudiando el comportamiento del mismo atendiendo a la flexibilidad de
su construccidn planteada a través de los grados de libertad asociados a las caras y volumen.
En este sentido se detalla para el programador que emplee el MEF como herramienta de célcu-
lo y estos elementos (elementos curl-conformes de Nédélec) como posibles elementos finitos Q;
la manera de proceder para su correcta definicién y ensamblado, orientada ésta siempre a la
obtencién de unas mejores prestaciones numeéricas.

Asi mismo, se investigan y contrastan las particulares caracteristicas de los elementos
tetraédricos curl-conformes de Nédélec, en cuanto a su comportamiento frente a espurios, preci-
sién, convergencia, etc., mostrandose las principales diferencias con otras familias de elementos
curl-conformes, en el andlisis de un sencillos mallados representativos de posibles problemas
electromagnéticos.

Finalmente, se realiza un estudio de los diferentes elementos tetraédricos de orden 3 que
han aparecido en la literatura como “implementaciones” de la teoria planteada por Nédélec
en [Nédélec(1980)] en cuanto a la manera en que dichas implementaciones se adaptan o no
a dicha propuesta. En particular, se estudian los elementos de Peterson Versiones 1 y 2,
Andersen-Volakis, y Graglia [Peterson(1996), Peterson et al.(1998), Andersen y Volakis(1998),
Graglia et al.(1997)]. Asi mismo, se estudian las propiedades de sus funciones de forma en
cuanto a propiedades numéricas, comportamiento frente a espurios, precision, etc., mostrandose
de este modo las principales diferencias con otras familias de elementos curl-conformes. Cabe
destacar que entre los diferentes elementos estudiados se incluyen los denominados Elementos
de Tipo Jerdrquico [Andersen y Volakis(1998)], como alternativa a los restantes, Elementos con
Funciones de Base de Tipo Interpolatorio todos ellos.

3 Publicaciones

Las publicaciones a que ha dado lugar el proyecto son las siguientes:
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[Ruiz-Genovés et al.(2000a)] A. J. Ruiz-Genovés, L. E. Garcia-Castillo, y M. Salazar-Palma.
“A comparison among several families of mixed-order second order curl-conforming finite
elements.” 5th. Boston (USA), 2000a. Comunicacién 3-6 (1 pagina).

[Ruiz-Genovés et al.(2000b)] A. J. Ruiz-Genovés, L. E. Garcia-Castillo, y M. Salazar-Palma.
“Comparacién entre diversas familias de elementos finitos curl-conformes de orden mixto.”
XV, pags. 567-568. Zaragoza (Espafia), 2000b.

[Ruiz-Genovés et al.(2001a)] A. J. Ruiz-Genovés, L. E. Garcia-Castillo, y M. Salazar-Palma.
“A comparison among several families of mixed-order second order curl-conforming finite
elements.” Electromagnetics, 2001a. (en proceso de revisién).

[Ruiz-Genovés et al.(2001b)] A. J. Ruiz-Genovés, L. E. Garcia-Castillo, M. Salazar-Palma, y
T. K. Sarkar. “Third-order nédélec tetrahedral finite element.” pags. xx—xx. Boston, Massa-
chusetts, USA, 2001b.

[Ruiz-Genovés et al.(2001c)] A. J. Ruiz-Genovés, L. E. Garcia-Castillo, M. Salazar-Palma, y
T. K. Sarkar. “Third-order nédélec tetrahedral finite element.” ECCOMAS Computational
Fluid Dynamics 2001 Conference (ECCOMAS CFD 2001). University of Wales, Swansea,
2001c.

4 Descripcion del Proyecto

4.1 Elementos Finitos Curl-Conformes de Nédélec

Los elementos finitos curl-conformes (curl-conforming en la literatura anglosajona) reciben su
denominacién por ser elementos finitos conformes en el espacio de funciones de cuadrado inte-
grable con rotacional (curl), a su vez, de cuadrado integrable. Dichos elementos preservan la
continuidad de las componentes tangenciales entre elementos pero no asi la de las componen-
tes normales, proporcionando una aproximacion consistente del campo en las interfaces entre
diferentes medios. Ademads, eliminan el problema de los modos espurios que aparecen en formu-
laciones vectoriales de campo cuando son discretizadas con elementos clasicos de Lagrange. Los
elementos curl-conformes poseen igualmente otras importantes ventajas, como son una sencilla
implementacién de las condiciones de contorno de Dirichlet en contornos arbitrarios y una buena
convergencia en estructuras con esquinas. Todo ello ha convertido a los elementos curl-conformes
en la opcién preferida para la discretizacién mediante el MEF del campo electromagnético.

Nédélec propuso en 1980 [Nédélec(1980)] una primera familia de elementos curl-conformes
de orden k en 2D (tridngulos) y 3D (tetraedros). La versién de primer grado de dichos elementos
(los denominados elementos de arista) ha sido ampliamente utilizada en la comunidad cientifica.
Sin embargo, las versiones de 6rdenes superiores de dichos elementos no son tan populares, quizds
debido a la mayor complejidad de éstos. A esto se une el cardcter excesivamente mateméatico del
trabajo [Nédélec(1980)], en el que tan sélo se presenta la definicién matemdtica general de los
elementos, sin incluir ningin detalle de su implementacién, o de las expresiones de las funciones
de base. Ello ha provocado la aparicién en la literatura de diferentes implementaciones practicas
de los elementos curl-conformes de Nédélec de orden superior. Dichas implementaciones, sin
embargo, no siguen rigurosamente el esquema propuesto en [Nédélec(1980)] y por tanto no son
compatibles con la definicién del elemento propuesta por Nédélec.

Entre los elementos curl-conformes presentados en el proyecto cabe distinguir entre los
elementos de orden completo y elementos de orden mixto. Los primeros corresponden a aproxi-
maciones polinomiales completas de un cierto orden & (el orden del elemento). Por el contrario,
los elementos de orden mixto corresponden a aproximaciones polinomiales no completas, si bien
las aproximaciones se eligen completas en el espacio correspondiente al rango del operador ro-
tacional, que es justamente lo que se necesita para la aproximacion del campo electromagnético



(campo de rotacional no nulo). De este modo, los elementos de orden mixto permiten aproxi-
maciones del campo electromagnético de un orden dado, k, con menos grados de libertad que
sus homélogos de orden completo. La definicién exacta de elemento de orden mixto a la que
hace alusién el proyecto es justamente la dada por Nédélec en [Nédélec(1980)]. En este sentido,
todos los elementos curl-conformes presentados en el proyecto, responden a esta definicién.

En el proyecto se propone, considerando las experiencias obtenidas en [Garcia-Castillo(1998)],
una metodologia de implementacién de los elementos de Nédélec para orden arbitrario k que, a
diferencia de las implementaciones aparecidas en la literatura, sigue rigurosamente la definicién
de elemento dada en [Nédélec(1980)]. En particular, se presenta una implementacién prictica
del elemento tetraédrico de tercer grado de Nédélec siguiendo rigurosamente la definicién de
elemento dada en [Nédélec(1980)], lo que representa una contribucién original en este campo.
Igualmente, se ha resuelto el problema del ensamblado de los elementos de Nédélec, cuando se
trabaja con estos en el elemento de referencia y se hace uso de los elementos de tercer orden.

Una vez descrito de manera general el elemento de Nédélec de orden k, se ha procedido
a identificar en el elemento de orden 3 los diferentes espacios de funciones puestos en juego, asi
como las dimensiones, caracteristicas y propiedades de los mismos. Dado que en la construcciéon
del elemento intervienen factores tan flexibles como son el tipo de polinomios empleados en la
construcciéon de las funciones asociadas a las caras, o las direcciones empleadas en la cara o
volumen sobre las que descomponer los momentos que representan a los grados de libertad de
la aproximacién, se ha realizado un estudio detallado de los mismos, mostrandose resultados
concluyentes acerca de la conveniencia de su uso con el objetivo de obtener para las matrices
representativas del problema o las de los propios sistemas de ecuaciones planteados en la cons-
truccién de las funciones de forma, el mejor condicionamiento, prestaciones numéricas, posible.

En este sentido, y en la medida en que el elemento de tercer orden aqui desarrolla-
do es la aproximacién inmediata superior a la del elemento de segundo orden planteada en
[Garcia-Castillo(1998)], algunos de estos resultados tienen por objeto ratificar las hipétesis de
comportamiento de los diferentes elementos de Nédélec de orden k alli planteadas. En otro sen-
tido, se estudian las cualidades no presentes en el elemento de segundo grado y que, sin embargo,
dotan al elemento de tercer orden de una gran flexibilidad en su construccién.

Aunque ha sido objetivo del proyecto la implementacién del elemento tetraédrico (3D)
de tercer orden de Nédélec, el estudio de algunas de sus propiedades ha requerido un estudio
mas exhaustivo de otros elementos mas simples de la misma familia, como han sido los elemen-
tos tetraédricos de primer y segundo orden, éste tltimo desarrollado en [Garcia-Castillo(1998),
Garcia-Castillo y Salazar-Palma(1998), Garcia-Castillo y Salazar-Palma(2000)], o los elementos
triangulares (2D) de primer, segundo y tercer orden.

Las Figuras 1 y 2 muestran el elemento de referencia correspondiente al tetraedro de
tercer grado para los casos en los que en la construccién de las funciones de cara se emplean
polinomios tipo “monomios” o polinomios de “marcado cardcter interpolatorio”, como pueden ser
los polinomios de Lagrange. En ellas se puede observar la asociacién de los 45 grados de libertad
que posee el elemento a nodos en las aristas, las caras o al propio tetraedro, al volumen. Los
grados de libertad asociados a las aristas corresponden a circulaciones del campo. Los grados de
libertad asociados a las caras, a diferencia de lo que sucede con las implementaciones aparecidas
en la literatura, corresponden a momentos de orden 1 de la componente de campo tangencial a
las caras. De este modo, las funciones de base que se obtienen son diferentes a las aparecidas en la
literatura. Las ventajas de las funciones de base del elemento propuesto en el proyecto dan lugar
a discretizaciones del problema mejor condicionadas que las correspondientes a discretizaciones
con las otras funciones aparecidas en la literatura, lo que se traduce en mejores prestaciones
numéricas.

En el proyecto se investigan las particulares caracteristicas de los elementos tetraédricos
curl-conformes de Nédélec, en cuanto a su comportamiento frente a espurios, precision, etc., mos-
trandose de este modo las principales diferencias con otras familias de elementos curl-conformes.
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Figura 1: Tetraedro de Grado 3. Elemento de referencia de Nédélec para funciones
de cara no interpolatorios

Para ello, los elementos curl-conformes se utilizan en el andlisis de sencillos mallados a modo de
prototipos representativos de posibles problemas electromagnéticos.

Por ltimo, con objeto de ayudar al lector en la comprensién del elemento de tercer grado,
se presenta una representacién de las funciones de Nédélec de tercer orden correspondientes a
su particularizacién a una de las caras del tetraedro.

4.2 Otras familias de elementos finitos curl-conformes 3D de tercer grado

En la literatura han aparecido diversos tipos de familias de elementos curl-conformes. En par-
ticular, se han propuesto diferentes implementaciones de elementos curl-conformes de orden
mixto en simplices (2D y 3D), basadas en el trabajo de Nédélec [Nédélec(1980)]. Ninguna de
estas implementaciones sigue, sin embargo, la definicién de elemento hecha en [Nédélec(1980)].

Las familias de elementos estudiados e implementados en el proyecto, responden a un plan-
teamiento en la definicién de sus funciones de forma distinto al planteado por Nédélec. Mientras
las funciones de forma de cualquiera de los elementos pertenecientes a la familia de elementos
finitos curl-conformes de Nédélec debe construirse definiendo para cada una de ellas todos y cada
uno de los pardmetros que la integran (segin la definicién teérica hecha en [Nédélec(1980)]), el
resto de las familias de funciones aparecidas en la literatura como “implementaciones del traba-
jo de Nédélec” se definen en base a combinaciones de funciones y el operador gradiente sobre
las coordenadas volumétricas Ly, Ly, L3 y Ly (caso del tetraedro, 3D), de un punto genérico
P(z,y,z) inmerso en un elemento (real o el de referencia). Una definicién de este tipo hace
inmediato el cdlculo de las funciones de forma, permitiendo realizar aproximaciones mediante el
MEF sin hacer uso del elemento de referencia, como ocurre con las aproximaciones que emplean
el elemento de Nédélec del proyecto.



Figura 2: Tetraedro de Grado 3. Elemento de referencia para los funciones de cara
de Lagrange

Figura 3: Tetraedro de Peterson Version 2 de Grado 3 —elemento de referencia—
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Figura 4: Tetraedro de Andersen-Volakis de Grado 3 —elemento de referencia—

Aunque ninguno de los elementos implementados sigue la definiciéon exacta de elemento
dada por Nédélec en [Nédélec(1980)] todos ellos “expanden”, sin embargo, el mismo espacio de
funciones. En este sentido, se ha podido comprobar que cada una de las 45 funciones de forma de
cada uno de los elementos presentados en el proyecto satisfacen las 15 condiciones que Nédélec
impone al espacio de funciones expandido por el elemento de tercer orden.

En el proyecto se describen e implementan los elementos curl-conformes de orden mixto pa-
ra el tetraedro de tercer grado propuestos por Peterson en sus Versiones 1y 2, Andersen-Volakis,
y Graglia [Peterson(1996), Peterson et al.(1998), Andersen y Volakis(1998), Graglia et al.(1997)].
Los elementos presentados responden a dos conceptos de implementacién diferentes: mientras los
elementos de Peterson [Peterson(1996), Peterson et al.(1998)] y Graglia [Graglia et al.(1997)],
mantienen la naturaleza y construccién Interpolatoria de los elementos de Nédélec presenta-
dos en el Capitulo 4 del proyecto, la familia de funciones del elemento de Andersen-Volakis
[Andersen y Volakis(1998)] responde a una construccién Jerdrquica, en la que las funciones de
orden superior a uno dado, o incluso las funciones correspondientes a un mismo orden, se cons-
truyen sobre la base de funciones de orden inferior o ya calculadas.

Aunque la eleccién de los términos “Interpolatorio” y “Jerarquico” es la se ha adoptado en
la literatura para designar a los dos tipos de elementos presentados, hay que resaltar que ésta es
poco adecuada, dado que, con independencia del tipo de elementos que se emplee, éstos siempre
participan en un proceso de interpolacién a través del MEF.

Dado que todos los elementos expanden el mismo espacio de funciones, las diferencias
entre los distintos elementos se traducen, por tanto, en la obtencién de un conjunto de funciones
de base con las que caracterizar el espacio diferente para cada uno de ellos. En este sentido se
realiza un estudio detallado de c6mo son cada uno de los grupos de funciones que integran las
diferentes familias de funciones.

El problema fundamental que plantean estos elementos hace referencia a su ensamblado
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Figura 5: Tetraedro de Graglia de Grado 3 —elemento de referencia—

en el MEF. Por no existir una asociacién clara de cada una de las funciones de forma a nodos
concretos asociados a puntos fisicos del mallado, dado que la definicién de éstos no estd incluida
en la propia definicién de grado de libertad o de la funcién, no existe un criterio predefinido en
base al cual ensamblar. Este problema se soluciona proponiendo, a partir del comportamiento
vectorial de cada una de estas funciones sobre las aristas o las caras, un procedimiento de
asociacién de las funciones a puntos fisicos del elemento, determinando asi un procedimiento de
ensamblado automdtico que preserva la continuidad de la componente tangencial entre elementos.
Asi mismo, se estudian las propiedades de las funciones de forma en cuanto a condicionamiento,
comportamiento frente a espireos, precision, etc.

Las Figuras 3, 4 y 5 muestran los elemento de referencia correspondiente al tetraedro
de tercer grado de Peterson, Andersen-Volakis y Graglia respectivamente. En ellas se pue-
de observar la asociacién de los 45 nodos que posee cada uno de los elementos a puntos fi-
sicos en las aristas, las caras o al propio tetraedro, al volumen, sin embargo, no se puede
hablar de una asociaciéon de grados de libertad a dichos puntos. Todos los elementos aqui
estudiados presentan una clara desventaja frente a los elementos de Nédélec: las definiciones
[Peterson(1996), Peterson et al.(1998), Andersen y Volakis(1998), Graglia et al.(1997)] no incor-
poran una, definicién del grado de libertad interpolado. En este sentido, no es posible establecer
una, correspondencia entre magnitudes como la componente tangencial a las aristas o las caras
del elemento sin recurrir a un necesario postproceso. Dicha particularidad impide, por ejemplo,
que algunas condiciones de contorno puedan imponerse de manera inmediata igualando a cero,
simplemente, alguno de los grados de libertad del problema.

Al igual que el caso anterior, con objeto de ayudar al lector en la comprensién de los di-
ferentes elementos de tercer grado expuestos, se representan las funciones de Peterson, Andersen-
Volakis, y Graglia [Peterson(1996), Peterson et al.(1998), Andersen y Volakis(1998), Graglia et al.(1997)]
de tercer orden en su particularizacién a una de las caras del tetraedro.



Elemento 1 Elemento 2 Elementos Pegados

El Nédélec (vq) 2380.3 2380.3 2756.2
EL Nédélec (ve) 2449.6 2449.6 2824.4
El. Peterson 2.4986 10*  2.4986 10* 3.5653 10*
El. Andersen-Volakis  1.7270 10° 1.7270 10° 2.7321 10°
El. Graglia 5112110  5.1121 10* 7.6400 10*

Tabla 1: Elementos de tercer orden. Nimero de Condicionamiento (Amaz/Amin) de
las Matrices de Masa Elementales y Ensamblada de los Elementos 1 y 2,
Caso 1 de la Figura 6

Elemento 1 Elemento 2 Elementos Pegados

EL Nédélec (vq) 2.7545 10  3.3256 104 2.7940 10*
El. Nédélec (vc) 3.880110*  4.6683 10* 5.9774 10*
El. Peterson 4.0376 10*  6.0008 10* 7.3709 10*

El. Andersen-Volakis  2.7759 10° 4.2886 10° 5.6221 10°
El. Graglia 8.319710*  7.8059 10* 1.3041 10°

Tabla 2: Elementos de tercer orden. Nimero de Condicionamiento (Apmaz/Amin) de
las Matrices de Masa Elementales y Ensamblada de los Elementos 1 y 2.
Caso 2 de la Figura 6

5 Resultados y Conclusiones

El autor entre otros, presenta en [Ruiz-Genovés et al.(2000b), Ruiz-Genovés et al.(2000a)] los
resultados obtenidos para los elementos curl-conformes estudiados en el proyecto en su versién
de segundo orden. De dicho trabajo, y de los obtenidos en [Garcia-Castillo(1998)], asi como de
los resultados obtenidos en el propio proyecto se destaca en las Tablas 1 y 2 que el elemento que
proporciona un menor ntimero de condicionamiento de las matrices de masa*, tanto elemental
como ensamblada (lo que se traduce en resultados con menos problemas en la etapa de resolucién
del sistema de ecuaciones), es siempre el elemento implementado por el autor, siguiendo la
definicién exacta de elemento dada por Nédélec [Nédélec(1980)] (implementado con la opcién de
trabajo vg descrita en el Capitulo 4 del proyecto).

Ambos son, por tanto, el elemento, [Nédélec(1980)], y la opcién de trabajo, vg, que mejores
resultados ofrecen y mejor soportan las deformaciones de los elementos (elementos poco regulares
y/o alargados) en mallados arbitrarios como se muestra en [Garcia-Castillo(1998)] y el trabajo
presentado por el proyectando por lo que se concluye con la recomendaciéon en su forma y
tratamiento para una correcta programacion en su incorporacién a herramientas numéricas para
aplicaciones electromagnéticas de nueva creacién.

Asimismo, y como fruto de la labor de investigacién desarrollada, se propone, como futuras
lineas de actuacién relacionadas con el MEF y los elementos curl-conformes, algunos temas de
interés destacados en dicha labor y que quedan fuera de la labor abordada por el trabajo del
proyectando.

4Cociente entre los autovalores mayor y menor (Amaz/Amin) de la matriz formada por el producto interno
de las funciones de base N; empleadas en cada caso, es decir: Matriz;; = (Ni,N;) = [, NiN; dS, donde
corresponde al mallado utilizado (la denominada matriz de masa en el MEF).
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